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Abstract. Option pricing by the use of Black Scholes Merton (BSM) model is based on the assumption

that asset prices have a lognormal distribution. In spite of the use of these models on a large scale, both

by practioners and academics, the assumption of lognormality is rejected by the history of returns. The

objective of this article is to present the methods that developed after the Black Scholes Merton environ-

ment and deals with the option pricing model adjustment to the empirical properties of asset returns.

The main models that appeared after BSM allowed for special changes of the returns that materialized

in jump-diffusion and stochastic volatility processes. The article presents the foundations of risk neu-

tral options evaluation and the empirical evidence that fed the amendment of the lognormal assumption

in the first part and shows the evaluation procedure under the assumption of stock prices following the

Jjump-diffusion process and the stochastic volatility process.

Key words: option pricing; jump-diffusion processes; stochastic volatility processes.

Amendarea ipotezei log-normalitatii preturilor

Pentru a obtine un pret al primei din contractele cu
optiuni europene Black si Scholes (1973) presupun
existenta unor conditii ideale pe pietele actiunilor si
optiunilor. intr-o ulterioara calculare a primei de la
optiuni, Merton (1973) a aratat ca modalitatea lor de
analizd se poate folosi (este valabila) si in situatiile in
care: ratele de dobanda sunt stocastice, actiunea (activul
de baza) plateste dividende si optiunea poate fi exercitata
inainte de scadenta (este americana). Thorp (1973) a aratat
ca dividendele si restrictiile cu privire la operatiunile de
short-selling nu invalideaza modelul BSM. Mai mult,
conform Ingersoll (1975), existenta unui sistem diferit de
impozitare pentru castigurile de capital si pentru
dividende nu creeaza probleme modelului.

Cercetarea teoretica la nivelul produselor financiare
derivate consta in principiu Tn determinarea unor modele
plauzibile pentru proprietatile temporale ale activelor de
baza si determinarea primei de risc pentru expuneri la
factori de tipul ratelor de dobanda, riscului de volatilitate
si riscul salturilor care nu sunt direct evaluate de alte
active tranzactionate. Aceste modele si prime de risc
»obiective” implicd existenta unor probabilitdti neutre

la risc care pot fi folosite pentru evaluarea produselor
derivate prin actualizarea cu rata aferenta a valorii
asteptate viitoare. in conditiile in care probabilitatile
neutre la risc pot sa aiba parametri de aceeasi factura, ele
sunt identice numai in cazul unei prime de risc nule pentru
toate riscurile relevante.

Ajustarea
riscului

Distributia obiectiva
(probabilitatile reale)

Distributia neutra la
risc

—» >

Figura 1. Procedura necesara evaludrii optiunilor

Testele empirice ale modelelor de evaluare a optiunilor
examineaza daca diferitele fatete ale densitatilor de tranzitie
(probabilitatilor de tranzitie) ale preturilor activelor de baza
si ale derivatelor reflecta informatiile latente 1n toate
produsele derivate dupa ajustarea riscului. Cele doua
abordari majore n aceasta directie au presupus, pe de-o
parte, examinarea implicatiilor modelelor estimate din
analiza seriilor temporale (analiza istorica a datelor) asupra
preturilor produselor derivate si analizarea prognozelor
specifice modelului atat pentru randamentele activului de
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baza, cat si pentru cele ale derivatelor pe baza informatiilor
culese din preturile derivatelor pentru toate contractele la
un anumit moment de timp (cross section of derivatives
prices). Pe de alta parte, cea de-a doua abordare a fost mai
des folosita, cel putin pentru modelele cu variabile latente,
de tipul volatilitatii stocastice. Valorile acestor variabile
latente pot fi calculate mai usor din pretul derivatelor decat
prin estimarea lor din datele trecute, in cazul in care
admitem ca modelul este cel corect.

Testele empirice ale modelelor de evaluare a
produselor derivate sunt foarte variate datoritd
implicatiilor specifice ale modelelor asupra modalitatii
de realizare a conversiei probabilitatilor obiective in cele
neutre la risc si a modului in care acestea interactioneaza.
Bates (2003) prezinta modul in care modelul BSM a fost
testat in ultimii 30 de ani:

1. Proprietdtile statistice extrase din seriile temporale
ale pretului activului de bazd: ipoteza homoscedasticitatii
randamentelor procentuale sau logaritmice a fost respinsa
de literatura modelelor din familia ARCH, iar ipoteza ca
preturile urmeaza un proces de difuzie simpla a fost respinsa
de proprietatea de fat-tails a acestora. Efectul de levier
remarcat de Black (1976) a indicat existenta unor
interactiuni mai complicate intre randamentele activelor
si volatilitatea acestora decit este presupus prin simpla
miscare browniana geometrica.

2. Proprietdtile cross section ale preturilor optiunilor:
BSM presupune existenta unui singur parametru liber, 0,
astfel ca deviatia standard implicita dedusa din pretul
optiunilor ar trebui sa fie identica pentru mai multe preturi
de exercitare si maturitati. Aceasta proprietate a fost
respinsa de existenta smile-ului si a unei structuri non-
liniare in raport cu maturitatea optiunilor.

3. Proprietdtile statistice ale seriilor temporale ale
preturilor optiunilor: daca modelul BSM ar fi corect atunci
deviatia standard implicita ar trebui sa fie constanta in
timp (homoscedasticitate). Analiza seriilor temporale ale
preturilor optiunilor arata faptul ca deviatia standard se
modifica n timp.

4. Preturile cross section ale optiunilor si randamentele
activului de bazd: compatibilitatea dintre deviatia stan-
dard implicita derivata din preturile optiunilor si
volatilitatea activului de baza a fost testata prin regresarea
volatilitatilor realizate in raport cu deviatiile standard
implicite. Rezultatele prezentate in Bates (1996) arata ca
deviatiile standard implicite sunt deseori statistic diferite
si chiar niste predictori ineficienti pentru volatilitatea
randamentelor activelor.

5. Preturile cross section ale optiunilor si randamentele
optiunilor: Stein (1989), Diz si Finucane (1993) si Campa
si Chang (1995) au examinat daca structura temporala a
deviatiilor standard implicite este capabila sa prognozeze
evolutia deviatiilor standard pe termen scurt si rezultatele
au fost neconcludente.

6. Distributia comund a randamentelor activelor de
bazd si a randamentelor optiunilor: Bakshi et al. (1997)
au remarcat faptul ca BSM si alte modele care folosesc
lanturile Markov cu o singura variabila induc faptul ca
intre randamentele optiunilor call si randamentele activului
de baza ar trebui sa fie o relatie directa (si o relatie inversa
pentru optiunile put). Rezultatele au relevat faptul ca aceste
legaturi sunt invalidate in 7-17% din cazuri pentru date
zilnice si din interiorul zilei pentru optiunile pe S&P 500
in anul 1994.

Testarea modelului BSM a fost realizata de multe ori in
maniera ceteris paribus. De exemplu, faptul ca optiunile
cu diferite preturi de exercitare si maturititi au dus la
despre cum si construim estimatori ai volatilitatilor
implicite care sd aduca mai multe informatii cu privire la
relatiile dintre randamentele optiunilor si randamentele
activelor de baza in loc sa fie considerate ca fiind evidente
empirice Tmpotriva modelului. Accentul a fost pus mai
ales 1n sensul identificarii unor modalitati care sa permita
folosirea imediata a modelului de catre practicieni in
schimbul testarii capacitatii efective a modelului de a pro-
duce date concludente, realiste (nu s-a pus problema testarii
validitatii modelului ca atare, ci ajustarii modelului la
diferitele imperfectiuni ale pietei).

Toate aceste dezbateri au dus inca de la publicarea
modelului BSM la construirea unei noi generatii de modele
care sa raspunda mai bine proprietatilor statistice ale
randamentelor care nu au fost luate in calcul de BSM.
Relaxarea ipotezelor care stau la baza BSM a determinat
deschiderea unui intreg domeniu de dezbateri — cel al
analizelor de dupa Black Scholes Merton.

Evaluarea optiunilor prin procesele
cu volatilitate stocastica

Vom porni de la premisa ca pretul activului este un
proces stocastic de forma modelului urmator:

dS = psdt ++/V Sdzg
dv = k(v *-V)dt + o, Vdzy

Avem doua relatii — una pentru medie si una pentru
dispersie. Pretul actiunii evolueaza conform dinamicii
descrise de prima ecuatie si pentru care dispersia este
determinata de cea de-a doua ecuatie. Este vorba de un
proces care descrie o secventa (un sir) de variabile aleatoare
pentru care dispersia se modifica dupa cea de-a doua relatie.
O manifestare a sirului de variabile aleatoare este o
,poteca”
in timp), iar manifestarea unei variabile aleatoare din sir

realizata de pretul actiunii (valorile acestei actiuni

este reprezentatd de valoarea actiunii de la un anumit
moment. Daca volatilitatea (deviatia standard) ar fi fost
constantd, atunci am fi avut o singura ecuatie — miscarea
browniana geometrica; cea de-a doua ecuatie prezinta



dinamica dispersiei, care este modelata conform Hull si
White (1987) dupa premisa ca volatilitatea (ca variabila
stocastica) are o medie pe termen lung V* catre care tinde
cu o vitezd desemnata de variabila k. Astfel, daca V (ultima
valoare a actiunii) a fost mai mica decat media pe termen
lung V*, atunci modificarea de pret pana la momentul
urmator va fi in medie pozitiva, cu o modificare marginala
data de partea a doua a ecuatiei (de un numar aleator
dz, de ori 0 ) si se va apropia de valoarea mediei pe
termen lung cu viteza k (in cazul 1n care k ar fi 1, atunci
modificarea de peste o perioada ar fi exact diferenta pana
la media pe termen lung la care adaugam o anumita
imprastiere data de a doua parte a ecuatiei; cand k este mai
mic decat 1 atunci media cu care se modifica dispersia este
mai putin decat diferenta de la valoarea din prezent si paAna
la media pe termen lung).

Modelul considera de asemenea cé iIntre cele doua
procese Wiener dz_ si dz, existd o legatura datd de
E[dZSdZV] = pdt . Acest ,,ingredient” este introdus pentru
ca modelul construit sa poata capta proprietatea efectului
de levier (daca P este negativ, atunci o scadere a pretului
este acompaniata de o crestere a volatilitatii — atunci cand
preturile scad avem risc mai mare, adica volatilitate mai
mare) si totodatd un coeficient de asimetrie negativ. in
acelasi timp, observam ca un alt coeficient al modelului
este volatilitatea volatilitatii 0, — valori ridicate ale
acestui coeficient vor duce la efectul de ,,cozi groase” (fat
tails) ale distributiei (probabilitati mari pentru
randamentele extreme).

Una dintre problemele care apar in cazul in care pretul
actiunii urmeaza acest proces, spre deosebire de simplul
proces de miscare browniana geometrica, este ca nu putem
gasi incd un activ care sa fie perfect corelat cu V si, prin
urmare, constructia unui portofoliu fara risc nu mai este
posibila. Folosirea lemei lui Ito pentru determinarea
procesului urmat de o optiune care are ca activ de baza
actiunea cu acest proces va avea mai multi termeni deoarece
optiunea este dependenta si de V, nu numai de S si . Se va
obtine o integrala stocastica ce nu poate fi rezolvata prin
algebra simpld — va fi nevoie de o procedura de simulare
Monte Carlo.

Cu alte cuvinte, pentru obtinerea unui pret al optiunii In
conditiile in care pretul activului de baza are un proces de
evolutie cu volatilitate stocastica vom face urmatorii pasi:

1. Vom 1nlocui M cu randamentul titlului fara risc r.

2. Vom Tmparti intervalul de timp pana la scadenta in n

. . T-1
intervale mici, astfel ca At = et

3. Generam doua secvente de valori extrase din
distributia standard normala cu corelatia p (cei doi factori
de incertitudine pentru cele doua ecuatii).

4. Pentru anumite valori initiale S si V, la momentul ¢,
folosind cele doud ecuatii vom genera dispersia V. si pretul
§. de la momentul i din viitor utilizind formulele:

E<(V*—Vi _1)—%0\2, Eknsicv Jnt

H—&Vi B&Hei JViat
S =Si4e” 2 "

5. Repetam pasii 3 si 4 de mai multe oriV si calculam
media diferentelor pozitive (prima unei optiuni nu poate fi
negativa) dintre valoarea finala a activului si pretul de
exercitare (deoarece avem de-a face cu o optiune call),
adica media pentru max(S, — K,0). Aceasta este valoarea
asteptata a optiunii la momentul scadentei.

6. Valoarea din prezent a optiunii va fi calculata prin
actualizarea valorii asteptate a optiunii de la scadenta
folosind rata titlurilor fara risc ca ratd de actualizare.

Fiecare ,,poteca” simulata reprezinta o evolutie
imaginata a pretului activului atunci cand acesta evolueaza
intr-un cadru neutru la risc (media procesului este rata fara
risc) si tranzactiile care reveleaza pretul au loc la momentele
stabilite prin constructia simularii.

Evaluarea optiunilor prin procesele cu salturi

In acest proces pentru evaluarea optiunilor volatilitatea
este stocasticd, ceea ce inseamnda ca volatilitatea este
distribuita normal — valori mari ale dispersiei se obtin rar
(cu probabilitati mici), ceea ce Tnseamnd ca proprietatea
de fat tail (adica un coeficient de aplatizare ridicat —
kurtosis mare) poate fi realizata numai in anumite limite.
Un proces care permite un mai bun control al coeficientului
de aplatizare este procesul cu salturi (jump diffusion) care
presupune introducerea unor miscari de mare amploare la
anumite intervale. Prima initiativa 1n acest sens a fost
realizata de Merton (1976).

Modelul construit de Merton cuprinde doua tipuri de
dinamica:

1. Vibratiile normale ale pretului — noua informatie pe
unitatea de timp determina schimbéiri marginale ale
pretului. Aceasta se modeleaza cu miscarea browniana
geometrica standard In care volatilitatea este constanta si
,poteca” construita de preturi n timp este continua.

2. Vibratii ,,anormale” ale pretului — determinate de
aparitia unor informatii noi cu privire la activul respectiv
si care au un efect ,,mai mult decit marginal” asupra
pretului. Acest tip de informatie este specifica firmei sau
industriei (cazul 1n care inregistram caderi sau cresteri
spectaculoase ale pretului pentru o anumita perioada de
timp). Ne asteptam sd ne confruntam cu perioade active
cand avem astfel de informatii si perioade linistite. Aceste
perioade sunt aleatoare 1n sensul ca informatiile de acest
tip sosesc numai la momente discrete in timp — nu se
intampla intr-o maniera continua. Aceste vibratii anormale
sunt modelate printr-un proces cu salturi.

O atentie deosebita li s-a acordat acestor procese dupa
momentul 13 octombrie 1987 (crahul bursier). In ziua
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respectiva randamentele au Inregistrat o cadere spectaculoasa —
au cazut cu de peste 20 de ori 0 (ceea ce In termenii distributiei
normale este aproape imposibil). O analiza interesanta pentru
folosirea unui astfel de proces ar putea fi utilizarea sa pentru
pietele emergente care sunt influentate de intrérile masive de
capital. Astfel de intrari au loc la intervale aleatoare, dar au
capacitatea sa determine randamente pozitive.

Conform ipotezei pietelor eficiente a lui Fama, Merton
considerd dinamica preturilor ca fiind un martingale.
Procesul este in timp continuu, astfel ca modificarile in
timp vor fi reprezentate de un proces Wiener, iar salturile
vor fi modelate cu ajutorul unui proces Poisson.

Procesul de numairare {N(t),t > (} este un proces
Poisson cu rata A > 0 daca (Ross, Sheldon, 1983):

a) N(0)=0;

b) Procesul are modificari marginale independente
(valoarea de la ¢ este independenta de valoarea de la 7-1);

¢) Numarul de evenimente in fiecare interval de timp
de lungime are distributia Poisson cu media AAt. Cu alte
cuvinte, pentru orice s si  mai mari ca 0, avem:

Pr{N(L+9 - =1} = o)

In acest fel, putem spune ca probabilitatea sa avem un
eveniment extrem intr-un anumit interval de timp A este
Ah, iar probabilitatea de a avea mai mult de doud
evenimente in acelasi interval de timp este mai mica decat
marimea intervalului de timp. Cu alte cuvinte, este
improbabil ca vom avea mai mult de un eveniment rar in
intervalul de timp h. Astfel, pentru intervale de timp de
mici dimensiuni A4, vom putea scrie ca:

m Probabilitatea ca evenimentul sd nu apard in

intervalul de timp (¢, t+h) este 1 — Ah.

m Probabilitatea ca evenimentul sa apard o singurd
tervalul (¢, r+h) este Ah.

m Probabilitatea ca evenimentul sa apard de mai multe

datdin i
ori in intervalul (¢, r+h) este aproape 0.

Urmatoarea problema constd in definirea impactului
pe care il are informatia speciala (evenimentul rar) asupra
pretului activului. Este nevoie de o variabila aleatoare si
de precizarea unei distributii pentru determinarea acestui
impact. Daca S(¢) este pretul de la momentul ¢ al activului
si Y reprezinta variabila care ne arata cu cat se modifica
pretul ca urmare a evenimentului rar, atunci putem scrie ca

S(t+h) = S(t)Y

Dinamica preturilor dupa acest aranjament in care avem
un proces continuu de modificare a pretului la care
adaugam un proces Poisson va avea forma:

ds
< (o = Ak)dt + odz +dq

unde coeficientii au urmatoarele semnificatii:

0 este randamentul asteptat instantaneu (pe intervale
mici de timp) al activului

0* este dispersia asteptatd instantanee atunci cand nu
avem evenimente rare — descrie procesul simplu de difuzie

dz este un proces Wiener standard
cu distributia Poisson

dq si dz sunt independente

A este numarul mediu de evenimente rare pe unitatea de timp

k =E(Y - 1), unde Y — I este modificarea procentuala
(calculata ca randament) a valorii actiunii daca procesul
Poisson are loc (se manifesta).

Astfel, procesul care genereaza preturi ale activului este:

ds_0  (a-Ak)dt+odz

daci NU apare saltul
S Ho -AK)dt +odz+ (Y -1)

daca apare saltul

Se va constitui astfel un esantion (poteca) de preturi
care va fi o difuzie In cea mai mare parte si va prezenta
salturi finite de diferite semne si amplitudini care apar la
momente discrete in timp.

Determinarea pretului la optiunile pe activul care
urmeaza un proces cu salturi necesitd formarea aceluiasi
portofoliu care sa elimine elementele de incertitudine.
Problema este aceeasi ca la volatilitatea stocastica — nu se
poate construi un portofoliu format numai din optiune si
activul de baza care sd elimine factorii de incertitudine.
Aparitia celei de-a doua surse de incertitudine determinata
de procesul Poisson face constructia portofoliului fara risc
imposibila. Aceasta procedura ar presupune gasirea a doua
cantitdti w, numdr de actiuni, si w,, numar de optiuni,
astfel incat, prin punerea lor Tmpreuna, si putem realiza
hedging-ul celor doua surse de incertitudine.

Datorita acestui impediment o formula a pretului
optiunilor atunci cand activul urmeaza un proces cu salturi
este imposibil de gasit. Procedura care merita urmata este
constructia unui numdar mare de simuldari Monte Carlo
pentru activul de baza, conform carora procesul activului
de baza sa fie un martingale in lumea neutra la risc — media
sa fie rata fara risc. Se procedeaza apoi ca in cazul
volatilitatii stocastice — se calculeaza valoarea medie a
tuturor preturilor posibile ale optiunilor care se actualizeaza
cu randamentul fara risc. Merton (1976) giseste o formula
pentru pretul optiunii presupunand ca CAPM este obtinut
in piata si ca piata este eficientd. In aceste conditii riscul
aferent procesului Poisson este un risc specific ce poate fi
inlaturat prin diversificare. Avand in vedere faptul ca o
astfel de ipoteza nu este plauzibild, consideram ca nu este
necesara prezentarea.

Volatilitate stocastica si difuzie cu salturi

Un proces de mare notorietate este cel care pune
impreuna volatilitatea stocastica si difuzia cu salturi.
Bakshi, Cao si Chen (1997) sugereaza urmatorul proces
pentru pretul activelor financiare:



d—SS: (r—ﬁ)\)dth/des +pdq

dv =k(v*-v)dt + o, VVdzy

unde se impune ca intre incertitudinea generata de procesul
mediei dz; si incertitudinea procesului dispersiei dz, sa
existe o corelatie p pe unitatea de timp; probabilitatea unui
salt este Adr — deci ¢ este numairatorul Poisson cu
intensitatea A; p este modificarea procentuald a pretului in
unui eveniment are media P;

cazul rar si

In(L+p)~ Ngn(ﬁﬁ)—%éz,éz@

Se apreciaza cd un astfel de proces este destul de
flexibil pentru a permite realizarea tuturor proprietatilor
statistice ale randamentelor. In primul rand coeficientul
de asimetrie al distributiei randamentelor este controlat
fie de p (efectul de levier) fie de media P a salturilor (de
exemplu o crestere a mediei va duce la obtinerea unor
randamente pozitive mai dese, ceea ce va face ca
probabilitatile pentru randamentele pozitive extreme sa
fie mai mari decat cele pentru randamentele negative ex-
treme). in al doilea rand coeficientul de aplatizare este
controlat fie de volatilitatea volatilitatii (coeficientul 0,)
fie de magnitudinea sau variatia componentei saltului.
Pe de alta parte saltul introduce un factor de
discontinuitate care poate controla orice nivel al
coeficientului de asimetrie sau de aplatizare atunci cand
A, P si O sunt mari. Procesul cu volatilitate stocastica al
lui Hull si White (1987) nu reuseste sa genereze un efect
de cozi groase de anvergura celui observat 1n practica si,
prin urmare, nu reuseste sa explice fenomenul de ,,smile”
prezentat mai sus. Introducerea salturilor face ca acest
lucru sa fie posibil.

Nota

M Numairul optim de simulari poate fi calculat — el depinde de
numarul de parametri care sunt simulati si de numarul perioadelor
panadla scadenta. Evident ca cu cat numarul simuldrilor este mai
mare cu atit precizia de estimare a pretului este mai mare dar
calculatorul emite aceste numere prin folosirea unei functii (o
functie de haos denumita generator de numere aleatoare) cu
scopul sa producd numere care, dupa un anumit numar de
simulari, formeaza o distributie cunoscuta. Un numar prea mare

de simulari va duce la repetitii

O formula pentru pretul unei optiuni in cazul in care
activul de baza urmeaza acest proces este dificil de
obtinut, dar, ca pana acum, se poate folosi procedura
simularilor Monte Carlo.

Concluzii empirice

Bakshi, Cao si Chen (1997) au realizat o analiza a
tuturor acestor procese pentru determinarea pretului la
optiunile europene care au ca activ de baza indicele
S&P 500:

m Introducerea volatilitatii stocastice este primul
lucru care se poate realiza pentru a Tmbunatéiti
modelul BSM.

m Adaugarea componentei salturilor la volatilitatea
stocastica poate imbunatati si mai mult procedura
de determinare a pretului optiunilor pe termen scurt.

m Introducerea ratelor de dobanda stocastice (Cox,
Ingersoll si Ross, 1985) poate duce la stabilirea unui
pret mai exact pentru optiunile pe termen lung.

m Pentru hedging concluzia este ca incorporarea
salturilor si a ratelor de dobanda stocastice nu
reuseste sd construiasca un proces mai performant
decat procesul cu volatilitati stocastice.

m  Modelele cu volatilitate stocasticd, volatilitate
stocastica si salturi si cele in care este introdus si
un proces stocastic pentru rata de dobanda au
probleme de specificatie. Pentru a putea tine cont
de o asimetrie negativa si aplatizare mare care sunt
specifice primelor de la optiuni, modelele necesita
niveluri mult prea mari pentru corelatia dintre
incertitudinea de la randamente si incertitudinea
din ecuatia volatilitatii si valori prea mari ale
coeficientului de volatilitate a volatilitatii.

— probleme numerice care se datoreaza generatorului de numere
aleatoare si, prin urmare, se folosesc diferite metode pentru
reducerea erorii. O solutie ar fi simularea unui numar de valori
aleatoare ei si apoi folosirea valorilor antitetice ale acestora
(adica (- ei)); se obtine astfel un numar dublu de simulari.
Procedura este posibila datorita simetriei distributiei normale in
raport cu media (in cazul nostru 0).

Evaluarea optiunilor folosind procesul volatilitatii stocastice si cel al difuziei cu salturi



plicata
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