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Abstract. This work presents the optimal resource allocation within a E economy with n goods, I consum-
ers and q producers.  For the given economy, it is determined a competition equilibrium with public goods
and its Pareto optimum is verified. Two types for financing the public goods production also proposed.
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Introducere

Finanþarea producþiei de bunuri publice poate fi fãcutã
prin mai multe procedee.

Studii recente au abordat diferite aspecte ale modelelor cu
bunuri (valori) indivizibile, în particular atenþia fiind acordatã
modelelor în care fiecare individ consumã în mod precis un
bun indivizibil – un bun public, de exemplu – ºi, în plus, o
anumitã cantitate de bunuri perfect divizibile – bani, de exemplu.

Pentru astfel de modele, existenþa unor alocaþii corecte
a fost tratatã de: Maskin (1985) sau Svensson (1983), iar
existenþa unor echilibre walrasiene a fost demonstratã de
Gale (1984), Kaneko ºi Yamamoto (1986), Maskin (1985),
Quinzii (1984) ºi Svensson (1993). Kaneko (1993) a acordat
o atenþie deosebitã pieþei de locuinþe.

Un aspect important al echilibrului walrasian este acela
al posibilitãþii ca el sã poatã constitui soluþia unui joc
strategic de piaþã, cu alte cuvinte un joc în care strategiile
specifice sã fie preþuri ºi cantitãþi (echilibrul cu subscripþie).

O astfel de analizã demonstreazã existenþa unei cãi
consistente a relevãrii tuturor informaþiilor cuprinse în
sistemul de preþuri, informaþii care sunt în primul rând pri-
vate ºi, uneori, de un asemenea fel încât indivizii nu
manifestã iniþiativa de a le revela.

Un joc strategic de piaþã poate fi definit pe mai multe
cãi, dar o examinare mai atentã a unei anumite pieþe necesitã,
desigur, roluri specifice.

Pentru modelele care satisfac ipotezele neoclasice
obiºnuite, implementarea Nash a echilibrelor walrasiene a

fost analizatã recent de Benassy (1986), Dubey (1982),
Hurwicz (1979) ºi Schmeidler (1980).

În aceste studii este analizat un joc strategic de piaþã
pentru un model cu bunuri indivizibile ºi bani. Jocul ar
putea fi caracterizat ca o licitaþie publicã închisã, unde
bunurile indivizibile sunt alocate celor mai mari licitatori.

Rezultã cã o condiþie suficientã ca un echilibru Nash sã
fie echilibru walrasian este ca fiecare piaþã sã fie „activã” (cel
puþin un bun indivizibil de fiecare tip îºi schimbã posesorul).

Existã, de asemenea, echilibre în care atât vânzãtorii, cât
ºi cumpãrãtorii speculeazã prea avantajos un preþ rezultând o
alocaþie ineficientã. Astfel de deficite sunt eliminate cu
echilibre puternice. De fapt, mulþimile de alocaþii
corespunzãtoare echilibrelor walrasiene ºi echilibrelor
puternice coincid.(Kanti Bag, 1997, pp. 460-472).

Se cunosc mai multe mecanisme de finanþare a bunurilor
publice, de exemplu: subscripþia voluntarã, echilibrul Lindahl
º.a. Mecanismul Jackson-Moulin reprezintã un astfel de
exemplu, adaptat pentru bunuri indivizibile. P. Kanti Bag
preia ideile expuse în modelul Jackson-Moulin ºi le adapteazã
la un mecanism de finanþare a bunurilor publice divizibile,
obþinând într-o manierã eficientã rezultatul social ºi
implementarea unei reguli de distribuire a costului utilizând
conceptul strategiilor nedominante Nash.

Se porneºte de la urmãtoarele ipoteze:
� fiecare agent îºi cunoaºte utilitatea marginalã, dar

ºi utilitatea marginalã agregatã;
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� se considerã constantã utilitatea marginalã a
consumului de bunuri publice;

� suma utilitãþilor marginale se exprimã în funcþie de
costul marginal;

� se presupune cã se poate face agregarea funcþiilor
de utilitate individualã ale agenþilor economici.

Planificatorul (cel care va lua deciziile, în funcþie de
rezultate) va avea ca obiective:

� sã realizeze un mecanism pentru atingerea unui nivel
optim social, care sã respecte condiþia Bowen-
Lindahl-Samuelson;

� sã distribuie costul total (pentru realizarea bunului
public) agenþilor într-o manierã echitabilã.

1. Alocaþii Pareto optimale

Considerãm economia E formatã din:
I consumatori, I,...,2,1h =

n bunuri private, n,...,2,1i =

m bunuri publice, m,...,2,1j =

Bunurile publice sunt produse cu ajutorul bunurilor
private dupã tehnologiile descrise de:

m,...,2,1j),z,...,z,...,z,z(gy njijj2j1jj ==

unde funcþiile )(⋅jg  sunt continue, de douã ori

diferenþiabile, strict concave ºi satisfãcând condiþia

m,...2,1j,n,...,2,1i,0
z

g

ij

j =∀=∀>
∂
∂

.

Variabila ijz  cuantificã un consum din bunul privat i
folosit la producþia a y

j
 unitãþi de bun public j.

Funcþia de utilitate pentru consumatorul h este:

)y,...,y,...,y,y,x,...,x,...,x,x(U mj21
h
n

h
i

h
2

h
1

h

ºi vom presupune cã hU  este strict crescãtoare, continuã,
diferenþiabilã ºi strict concavã.

Prin w
i
 vom nota dotarea iniþialã (înzestrarea iniþialã)

din bunul i la nivelul întregii economii E.
Optimul Pareto în aceastã economie este soluþia

programului:

∑
=

α
I

1h

mj21
h
n

h
i

h
2

h
1

hh

}jy,h
ix{

)y,...,y,...,y,y;x,...,x,...,x,x(U[max]

cu restricþiile

�

1

m

1j

j1

I

1h

h
1 wzx ≤+∑∑

==

�

i

m

1j

ij

I

1h

h
i wzx ≤+∑∑

==

n

m

1j

nj

I

1h

h
n wzx ≤+∑∑

==

�

0)z,...,z,...,z,z(gy 1n1i211111 ≥+−

0)z,...,z,z(gy

0)z,...,z,...,z,z(gy

nmm2m1mm

njijj2j1jj

≥+−

≥+−

�

unde I,...,2,1h,0h =>α  reprezintã ponderile de importanþã
acordate consumatorilor pentru atingerea nivelului de
utilitate iU .

Evident, variabilele modelului trebuie sã fie nenegative, adicã:

 m,...,2,1j  ,n,...,2,1i  ,0y  ,0z  ,0x jij
h
i ==≥≥≥

Ataºând restricþiilor multiplicatorii Lagrange

m21n21 ,...,,,,...,, µµµλλλ , funcþia lui Lagrange asociatã
programului este:

+








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
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∑∑
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1

hh
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+













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++






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∑∑

∑∑

==

==
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h
nnn
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1j

ij
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...zxw...

[ ]
[ ] ++−µ+

+++−µ+
)z,...,z,z(gy

...)z,....,z,z(gy

njj2j1jjj

1n2111111

[ ])z,...,z,z(gy... nmm2m1mmm +−µ++

Datoritã proprietãþilor funcþiilor hU  ºi jg ,

m,...,2,1j  ,I,...,2,1h ==  condiþiile necesare de optim sunt ºi
suficiente:

0
x

U
0

x

L
ih

i

h
h

h
i

=λ−
∂
∂α⇒=

∂
∂

 (1)

0
y

U
0

y

L
I

1h

j
j

h
h

j
∑

=

=µ−
∂
∂α⇒=

∂
∂

 (2)

0
z

g
0

z

L

ij

j
ji

ij

=
∂
∂

µ+λ−⇒=
∂
∂

m,...,2,1j

n,...,2,1i

I,...2,1h

=
=
=

      (3)

Se observã cã multiplicatorii Kuhn-Tucker iλ  ºi jµ

sunt strict pozitivi, oricare ar fi n,...,2,1i = , m,...,2,1j = .
Din grupul relaþiilor (1) obþinem:

n,...,2,1i  ,I,...,2,1h  ,

x

U
h
i

h
ih ==

∂
∂
λ

=α
       (4)

Din (2) ºi (4) rezultã:

m,...2,1j  ,n,...,2,1i  ,

z

g
1

x

U

y

U

ij

j

I

1h

h
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h

j
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∂
∂

=
∂
∂

∂
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Grupul relaþiilor (5) reprezintã condiþia cunoscutã în
literatura de specialitate sub numele LINDAHL-BOWEN-
SAMUELSON (suma ratelor marginale de substituþie a
bunului privat prin bunul public egaleazã inversul ratei
marginale de transformare sau costul marginal). (Laffont,
1988; Laffont, 1993; Varian, 1992).

2. Echilibrul cu subscripþie

Dotarea iniþialã din bunul i la nivelul consumatorului

h este h
iw , cu i

I

1h

h
i ww =∑

=
.

Presupunem cã fiecare consumator h subscrie voluntar

cu o cantitate h
ijz  de bun privat i la producþia de bun public

j ( I,...,2,1h = ; n,...,2,1i = ; m,...,2,1j = ).
Atunci:

m,...,2,1j),z,...,z,...,z,z(gy
I

1h

h
nj

I
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h
ij
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1h
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====

Programul de optimizare individualã (pentru
consumatorul h) devine:
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Funcþia lui Lagrange asociatã problemei este:
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Condiþiile de optim (de ordinul întâi) sunt:

0
x

U
0

x

L
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i

h

h
i

=λ−
∂
∂⇒=

∂
∂

(6)

0
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U
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L
j

j

h

j
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∂
∂⇒=

∂
∂
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0
z

z
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g
0

z

L
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h
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j
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
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






∂

⋅
∂
∂

µ+λ−⇒=
∂
∂

∑
= (8)

;I,...,2,1h = ;n,...,2,1i = m,...,2,1j =

Eliminãm multiplicatorii iλ  ºi jµ  din relaþiile (6), (7)

ºi (8) ºi obþinem:

m,...,2,1j

n,...,2,1i

I,...,2,1h

             

z

g
1

x

U

y

U

ij

j

h
i

h

j

h

=
=
=

∂
∂

=

∂
∂
∂
∂

 (9)

Relaþiile (9) diferã de grupul relaþiilor (5), condiþia
Bowen-Lindahl-Samuelson.

Echilibrul cu subscripþie nu este un optim Pareto datoritã
faptului cã subscrierea este voluntarã ºi fiecare agent are
tendinþa de a avea un comportament de „pasager clandestin”.

Un agent economic h ºi-ar spori contribuþia de bun i,
n,...,2,1i =  la producþia de bun public j, m,...,2,1j =  cu

cantitatea h
ijdz  numai dacã 0dUh ≥ . Presupunând cã toate

celelalte elemente (în afarã de h
ijz  ºi jy ) rãmân neschimbate,

obþinem:

0dy
y

U
dz

x

U
dU j

j

h
h
ijh

i

h
h ≥

∂
∂+

∂
∂−=

sau

j

h
ij

h
i

h

j

h

dy

dz

x

U

y

U

≥

∂
∂

∂
∂

(10)

Din relaþia (10) rezultã cã orice consumator h este dispus

sã-ºi mãreascã partea cu care contribuie, h
ijz , de bun i la

finanþarea producþiei de bun j, pânã când costul marginal

j

h
ij

dy

dz
 egaleazã rata marginalã de substituþie a bunului privat

i prin bunul public j, adicã h
i

h

j

h

x

U

y

U

∂
∂

∂
∂

.

Producþia de bun public finanþatã pe baza unei
subscripþii voluntare este suboptimalã.   Cu cât numãrul
agenþilor este mai mare cu atât gradul de suboptimalitate
este mai mare.
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Pentru cazul particular I,1m,1n == consumatori ºi
hhh xlnylna)y,x(U += , unde 0a >  reprezintã înclinaþia

marginalã spre consumul bunului public, obþinem:

i. Optimul Pareto: 1a

aw
y~,

)1a(I

w
x~h

+
=

+
=

ii. Echilibrul cu subscripþie: 
Ia

aw
y,

aI

w
x **h

+
=

+
=

Pentru numãrul de consumatori I foarte mare, cantitatea

Ia

aw
y*

+
=  de bun public diferã semnificativ de producþia

Pareto optimalã ( 0y* → , atunci când ∞→I ).

3. Echilibrul Lindahl

Vom arãta cã acest tip de alocare restabileºte
optimalitatea Pareto. Presupunem cã, pentru fiecare bun
public consumat  j, m,...,2,1j =  ºi obþinut prin tehnologia

)z,...,z,...,z,z(gy njijj2j1jj = , se asociazã un preþ personalizat,

h
jp , fiecãrui agent economic h, I,...,2,1h = .

Atunci programul de optimizare a unui consumator
oarecare h devine:

)y,...,y,...,y,y,x,...,x,...,x,x(Umax mj21
h
n

h
i

h
2

h
1

h

wp...wpwp

yp...yp...ypypxp...xpxp
h
nn

h
22

h
11

m
h
mj

h
j2

h
21

h
1

h
nn

h
22

h
11

+++≤

≤+++++++++

(11)
unde:

n21 p,...,p,p  reprezintã preþurile celor n bunuri private.
Din rezolvarea problemei de optimizare de mai sus

rezultã soluþia:

m,...,2,1j,n,...,2,1i,I,...,2,1h),p,...,p,p,...,p,p(y

),p,...,p,p,...,p,p(x
h
m

h
1n21

h
j

h
m

h
1n21

h
i

===

Vom presupune cã producþia de bun public j este
realizatã de o firmã care anunþã preþul bunului public ca

fiind ∑
=

=
I

1h

h
jj pq .

Comportamentul firmei de maximizare a profitului con-
duce la rezolvarea problemei:













−−−−∑
=

I

1h

njnj22j11j
h
j zp...zpzpypmax

cu restricþia: (12)

0z,0y

0)z,...,z,...,z,z(gy

ijj

njijj2j1jj

≥≥

≥+−

Echilibrul Lindahl este definit ca:

a) Un vector de preþuri )p,...,p,p( *
n

*
2

*
1  pentru bunurile private

ºi vectorul )p,...,p,...,p,...,p,p,...,p( *I
m

*1
m

*I
2

*1
2

*I
1

*1
1  pentru bunurile publice.

b) O alocaþie de consum, soluþie a programului (11).
c) O alocaþie de producþie, soluþie a programului (12)

astfel încât cererea sã fie egalã cu oferta.
Se observã cã spaþiul bunurilor s-a mãrit în felul acesta

cu (m-1)I, devenind n + mI, faþã de n + I.

Vom arãta cã echilibrul Lindahl este ºi un optim Pareto.
Programul (11) are funcþia Lagrange asociatã:









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
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+=λ
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)y,...,y,x,...,x(U),y,...,y,x,...,x(L

Condiþiile necesare (ºi suficiente în cazul nostru) se scriu:

m,...,2,1jn,...,2,1i,I,...,2,1h

0p
y

U

0p
x

U

h
j

j

h

ih
i

h

===

=λ−
∂
∂

=λ−
∂
∂

         (13)

Deci, la optim obþinem: i

h
j

h
i

h

j

h

p

p

x

U

y

U

=

∂
∂

∂
∂

     (14)

Asociem funcþia lui Lagrange programului (12) ºi obþinem:

[ ])z,...,z,...,z(gy

zp...zpyp),z,...,z,...,z,y(L

njijj1jj

njnj11

I

1h

j
h
jnjijj1j
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=

Condiþiile de optim se scriu:

m,...,2,1j,n,...,2,1i,0
z

g
p
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j
i

I
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h
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∂
∂
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Utilizând relaþia (14) obþinem:
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∂
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Combinând ultimele douã rezultate obþinem:

m,...2,1j  ,n,...,2,1i  ,

z

g
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∂∑

=

Aceastã ultimã relaþie este exact relaþia (5). În încheiere
putem spune cã echilibrul Lindahl verificã relaþia Bowen-
Lindahl-Samuelson, deci este un optim Pareto.
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